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Abstract 

We propose a generalization of the notion of R-split mixed Hodge structure by defining a R- 
splitting level for mixed Hodge structures. This is a discrete invariant taking values in positive 
integers and equal to for R-split mixed Hodge structures. We describe some properties of this 
invariant for classical operations on these structures and give some explicit calculation. 

Resume 

Nous proposons une generalisation de la notion de structure de Hodge R-scindee en definissant 
un niveau de R-scindement pour les structures de Hodge mixtes. C'est un invariant discret a valeur 
dans les entiers positifs qui vaut pour une structure R-scindee. Nous decrivons le comportement 
de cet invariant par les operations naturelles sur les structures de Hodge mixtes et donnons quelques 
exemples de calculs. 

MOTS-CLEFS: Theorie de Hodge, Matrice des periodes, Fibres vectoriels. 
Code matiere AMS: 14C30-32G20. 



1 Introduction 

Les structures de Hodge mixtes apparaissent naturellement sur les groupes de cohomologie des 



varietes complexes (voir |Del2| , |Del3| ) . Ce sont, pour ainsi dire, des extensions successives de struc- 
tures de Hodge pures, mais elles n'admettent pas en general de decomposition en somme directe par 
des sous-espaces H^''^ tels que H^^'^ — H'^'^ . On pent cependant trouver une decomposition qui a des 
proprietes analogues. En effet, d'apres Deligne, la donnee d'une structure de Hodge mixte (W,, F*) 
sur un espace vectoriel He = Hr (g)R C definit une bigraduation canonique de He ■ He = (Bp,q I^'^ 
qui satisfait les proprietes suivantes : 

{in) IP^i = f'^ mod 

La structure de Hodge mixte est dite R-scindee si pour tons (p, 9) : T^''^ — C'est le cas 

en particulier, d'apres si c'est une structure de Hodge pure ou si la filtration par le poids W, 
est de longu eur 1. 

D'apres ]C-K-S |, a toute structure de Hodge mixte pent etre associee de maniere canonique une 



structure de Hodge mixte R-scindee en modifiant la filtration de Hodge F' . Ce resultat se montre 
en considerant I'algebre de Lie nilpotente : [-I'-i = {X G End(Vc) : C ®r<p,s<ql'~'''} 

Le fait que I ^' ^ = [-^-^ induit une structure reelle sous-jacente, t^"^'^^ = End(yR) n [~^^~^. 
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On montre alors que pour toute structure de Hodge mixte H = {Hc,Wt, F*) il existc unc unique 
S e [^^^"^ tel que H' = {Hc,W,, e-'-^ .F*) soit R-scindee. 

Notre intention ici est de mesurer, par un invariant a valeurs discretes, a quel point une structure 
de Hodge mixte H = {Hc,Wt, F*) est "loin" de la structure R-scindee associee en utilisant les 
positions relatives des trois filtrations definissant la structure de Hodge mixte : la filtration par le 
poids, la filtration de Hodge et la filtration conjuguee a la filtration de Hodge par rapport a la struc- 
ture reelle sous-jacente. Dans ce but, on considere les dimensions des intersections des sous-espaces 
donnes par les filtrations. Tout d'abord, les nombres de Hodge /i^* = dimcGrJ Gr^^Hc- Us 
sont constants sur I'ensemble des structures de Hodge mixtes obtenues par action sur H de I'algebre 
de Lie nilpotente {~^'~^. Nous introduisons les entiers — dime Gr^ Gr^' He- En general ces 
entiers ne sont pas constants lors de la deformation de H par Taction consideree. Leur definition fait 
intervenir la filtration conjuguee a la filtration de Hodge, ainsi, pour une variation de structures de 
Hodge mixte, ils sont constants sur des strates analytiques reelles de la base de la variation (voir Q, 
en preparation). La motivation geometrique de I'introduction d'un tel invariant est de permettre 
d'etudier les variations de structures de Hodge mixtes a I'aide de ces strates analytiques reelles. On 
donne ainsi comme definition du niveau de R-scindement : 

Definition. Le niveau de R-scindement d'une structure de Hodge mixte H — {Hc.Wt^F') est 
rentier : 

p,q 

Lorsque H est R-scindee, comme t^^f — — dime Z^'*^, I'invariant a est nul. En general, c'est 
un entier negatif. Avant de decrire le comportement de cet invariant par les operations naturelles 
sur les structures de Hodge, expliquons qu'il pent etre obtenu a partir du caractere de Chern d'un 
fibre vectoriel sur construit a partir des filtrations. 

Considerons le cas general oii I'espace filtre que Ton etudie ne provient pas forcement d'une 
structure de Hodge mixte. Soit, done, {V, F* , F* , F*) un espace vectoriel de dimension finie muni 
de trois filtrations decroissantes et completes. Pour etudier les positions relatives de ces filtrations 
sur V, on associe a ce triplet de filtrations un fibre vectoriel ^p2{V, F* , F' , F') sur P^, appele 
fibre de Rees. II est obtenu en recollant des faisceaux coherents sur les cartes affines standards 

= SpecC[M, v] recouvrant le plan projectif associes a des C[u, wj-modules construits a partir des 
intersections des sous-espaces associes aux filtrations. On pent alors de explicitement calculer le 
caractere de Chern ch(^p2 (V, F* , F*, F* )) a partir des dimensions des intersections entre ces sous- 
espaces. Revenons aux structures de Hodge mixtes. Soit H = {HcW,, F') une telle structure, on 
applique la construction du fibre de Rees a {Hc,W,F',F ), oii W* est la filtration decroissante 
associee a la filtration croissante W,. On pent alors montrer que a(H) = C2{Hc,W* , F* , F ). La 
motivation pour exprimer I'invariant ainsi est de pouvoir etudier son comportement en famille en 
associant une famille de fibres vectoriels a une variation de structures de Hodge mixte. On utilise 
ensuite la semi-continuite de cet invariant pour definir une stratification analytique reelle de la base 
de la variation ou des espaces classifiants de structures de Hodge mixtes en general (voir ) . 

L'invariant a se comporte bien vis-a-vis des operations naturelles sur les structures de Hodge 
mixtes : 

Theoreme. Solent H et H' deux structures de Hodge mixtes, alors : 

(z) pour tout A; e Z, a{H (g) T{k)) = a{H). 

{ii) a{H*) = a{H) ou H* = Horns hm{H.T{Q)). 

(m) a{H ® H') = a{H) + a{H'). 

{iv) a{H (g) H') = dim{H').a{H) + dim{H).a{H'). 
(oil T{k) est la structure de Hodge de Tate de type (— fc, — fc)). 
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II est interessant geometriquement d'avoir des informations sur le comportement de I'invariant 
par des morphismes des structures de Hodge. On montre par exemple que si / : X — > F est un 
morphismc cntrc varictcs algebriques complexes qui induit un morphisme injcctif sur la cohomolo- 
gie, alors pour tout k, a{H''{X,C)) > a{H''{Y,C)). Notons Ext{B,A) le groupe des classes de 
congruence d'extensions de structures de Hodge mixtes H de B par A. L'assertion precedente est 
une consequence directe de la sur-additivite de I'invariant par extension : 

Theoreme. Soient A et B deux structures de Hodge mixtes et H G Ext{B,A), alors : 

a{H) > a{A) + a{B) 

Pour finir, on donne le calcul explicite de de a{.) pour les structures de Hodge mixtes sur les 
groupes de cohomologie des courbes singulieres et non completes en genre et 1 en deduisant les 
entiers de la matrice des periodes. 

Remerciements. Je tiens a remercier Carlos Simpson, qui m'a donne ce sujet de recherche, pour 
ses encouragements et son aide, et Philippe Eyssidieux qui m'a accorde de nombreuses discussions. 

2 Fibre de Rees sur associe a trois filtrations 

Dans cette section nous allons associer un fibre vectoriel sur a tout espace vectoriel muni de trois 
filtrations (F, F'^F*, F*). L'etude des invariants de ce fibre permettra d'avoir des informations sur 
les positions relatives des filtrations dans V. 

2.1 Filtrations et module de Rees 

Soit V un cspacc vectoriel complcxc de dimension finie muni d'unc filtration dccroissantc F* c'cst a 
dire d'une suite de sous-espaces vectoriels indexes par Z telle que : Vm, n n < ni^ F" C F". Une 
filtration F* sur V est dite complete s'il existe deux entiers p et q tels que F^ = V et F'^ = {0}. 

Tons les cspaccs vectoriels complexes munis de filtrations scront supposes dc dimension finie. 
Toutes les filtrations seront supposees completes et sauf avis contraire decroissantes. On note End{V) 
I'anneau des endomorphisme de V. 

Definition 1 Soit {V,F') un espace vectoriel filtre. Un endomorphisme semi-simple Y G gl{V) 
scinde F* siVk G Z F'' = i^'^+i ® Ek{Y) ou Ek{Y) est le sous-espace propre associe d la valeur 
propre k. Y est une graduation de (V, F*). 

Toute filtration F* sur mi espace vectoriel V peut ctrc scindee. On pent construire un scindement 
de la fagon suivante : F' est decroissantc et complete done il existe un plus grand indice p tel que 
iJ'P+i = {0} et FP ^ {0}. Soit {.ff}^eIp une famille d'elements de V formant une base de Fp. On 
complete cette famille dans FP~^ par des vcctcurs {.fi ^^}ieip-i pour obtenir une base de Fp~^. On 
itere I'operation pour obtenir une base de V formce par la famille finie ^ke[q.p]{fi}ieik q est un 
entier tcl que F'' — V. Cette famille est dite compatible avec la filtration. Soit Y I'endomorphisme 
de V definit par Y{ff) — k.f^ pour i G Ik- Y est bien un scindement de {V,F*). 

Une tel scindement definit une graduation de V i.e une decomposition de V en une somme di- 
recte compatible avec la filtration : V = ©^^^^^(r) et F" = ®\z^^Ek{Y). Nous noterons y{F*) 
I'ensemble des endomorphismes de V qui scindent F*. 

Soit {V,F',F') un espace vectoriel muni de deux filtrations. Une bigraduation de V, V = 
®p,qVP''^, est dite compatible aux filtrations F* et F* si pour tout p G Z : 
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II cxistc toujours une graduation dc V compatible a F* associcc a \m cndomorphismc Yp< qui scinde 
F* pour i G {1,2}. Le lemme suivant signifie que I'Dn peut trouver deux tels endomorphismes 
Yp' e y{F^) et Yf« e y{F^) qui commutent. 

Lemme 1 Pour tout espace vectoriel muni de deux filtrations {V,F*,F2) il existe toujours une 
bigraduation V = compatible aux deux filtrations. 

On dit que ron peut toujours scinder deux filtrations simultanement. La preuve consiste a 
exhiber une base de V compatible avec les deux filtrations par completions de bases successives. 

Demonstration : Les deux filtrations etant completes, on peut trouver deux enticrs p ct q tcls que 
F^ = F^ ) = V ei Ff = F^ = {0}. Soit {/j^''}ie/p_i,p_i unc famillc de vecteurs de V qui forme une 
base de Ff~^ n On la complete en une base de Ff n F^"^ par une famille {/j'^''}iG/p-i,p-2- 

On peut proceder ainsi jusqu'a Ff-^ n F| = FP-i. Completons la base de Ff"^ a une base de 
Ff"^ U (Ff"^ n FP^2) pj^j. famillc {/^'}iG/p_2.p-i • Les indices [kj) e [q,p - 1] x [q,p - 1] 
peuvent ainsi etre "descendus" de {p— l,p— 1) a {q,q) par I'algorithme suivant : tant que ^ > g on 
complete la base de Ff +^ U (Ff n Fj) en une base de F/'+^ U {F^ n FI~'^) par une famille de vecteurs 
{fi'^}i&ik,i-i ■ Si / = g, on complete la base de Ff en une base de F^ U {F^~^ n Ff"^) par une famille 
de vecteurs {fi'^}ieik-i p-i- Soicnt les endomorphismes Yp' £ 3^(Fj*) ct Yf» G yiF*) dcfinis pour 
tout i G Ik,i par Yp'{f^'^) = k.f^'^ et Yp'{f^'^) = Lf^'^. Ces deux endomorphismes commutent et 
scindent bien les deux filtrations. □ 

Une telle propriete n'est pas vraie en general lorsque V est equipe de plus de deux filtrations. 
Soit (V, F* , F*) \m espace vectoriel muni de n filtrations. II n'est pas toujours possible de trouver 
Yp' e y{F') pour tons i G [l,n] tels que pour tons {i,j) G Yp'.Yp' = Yp'.Yp'. 

Exemple : Soit V = C"^ =< e, / >c equipe des filtrations decroissantes et completes F*, F* et 
F* suivantes : 

• F° = V, Fl =<f + ne >, F^ = {0} ou k G C, 

• F§ = V, Fi =< / + Ae >, F| = {0} ou A G C, 

• F| = K F3I =< / + /ie >, Ff = {0} ou /i G C. 

Supposons que k, A, /U soient distincts deux a deux, sans quoi on est ramene a la situation de scinder 
au plus deux filtrations. Scinder F* et F* simultanement revient a prendre pour bigraduation de 
V = T/i'O©!/"^! oil V^''^ =< f + Ke > et V'^'^ —< /+Ae >. V^''^ est Ic sous-cspacc proprc associc a la 
valeur 1 de tout element dans y{F*), ici on doit choisir (pour que les endomorphismes commutent) 
pour Yp' I'element qui a pour sous-espace propre associe a la valeur 0, De meme, V'^'^ est le 

sous-cspacc proprc associc a la valeur 1 dc tout clement dans y{F*), ici on doit choisir pour Yp» 
I'element qui a pour sous-espace propre associe a la valeur 0, V^''^. Ainsi Yp'.Yp' — Yp-.Yp' = 0. 
Comme ^ k et /z ^ A, on ne peut diagonaliser aucun element Yp' G 3^(3) dans cette base. 

A partir d'un espace vectoriel muni de n filtrations, nous allons associer un module appele module 
de Rees d'ordre n construit a partir des intersections des sous-espaces donnes par les n- filtrations. 

Definition 2 Soit {V.F'jF*, •••,F') un espace vectoriel muni de n filtrations. Le module de Rees 
d'ordre n associe a, {V. F* , F* , F*), note {V, F*) , est le sous-C[ui,U2, ...jUnl-module de 
C[ui, U2, ...,Un,Ui^,U2^, u~^] ® V suivant : 

R^V, f;) = Yl u^^'u^"'... n-f" (Fr n Ff n ... n F^ ). 

(Pl>P2,--->Pn)eZ" 
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Soit {V,F*) un espace vectoriel filtre. La filtration decalee de r de F* sur V est la filtration 
notee DedF' donnee pour tout p S Z par DedF^ = FP~'^. La filtration triviale sur V est notee 
Triv* et est definie par Triv'^ = V et Triv^ = {0}. 

On verifie aisement que : 

Lemme 2 Soient (V, F' , F* , F'), (V , F*' , F*' , F'') deux espaces vectoriels munis de n fil- 
trations, alors : 

(i) Soit {y © V , F* © F*', F* © F*' , F* © -F!*') I'objet qui s'en deduit par somme directe, on a 
Visomorphisme de C[wi,U2, ...,Un]-modules R"{V,F;) © R"{V',F;') = R"lv ®V',F' Q F*'). 

(ii) Soit {V ® V, F* (g) F'', F' ® F'', ■■■,F* ® F'') I'objet qui s'en deduit par produit tensoriel, on 
a Visomorphisme de C[wi, ua, it„]-morfiiZes i^*) ® F;") R'^iV ®V' , F* ® F*'). 

(iii) Soit (k) e Z", alors : (n»e[i,n] "r)^"(^' - R'^iV, Dcc^p^F;) est un isomorphisme de 
C[iti, U2, ...,Un\-modules. 

2.2 Faisceau coherent sur I'espace afRne A" associe a un module de Rees 
d'ordre n 

Soit M un A-module oii A est un anneau commutatif unitaire. Nous allons appliquer la construction 
d'un faisceau coherent M sur Spec A au C[ui, U2, w„]-niodule R^{V, F*). 

Definition 3 Le faisceau coherent de Rees associe a un espace vectoriel muni de n filtrations 
{V, F' , F' , F') est le faisceau coherent sur A"" = Spec C[ui,U2, ■■■,Un] associe auC[ui,U2, ■■■,Un\- 
module R"{V, F;). II est note Ca'-{V, F;). 



Lemme 3 Ca"^{V, F*) est un faisceau coherent reflexif. 



Comme I'ensemble singulier d'un faisceau reflexif est de codimension au moins trois (cf [ OSS 
par exemple), tons les faisceaux coherents reflexifs sur des surfaces sont localement fibres. Ainsi, 
pour tout espace vectoriel muni de deux filtrations {V, F' , F*), (,a^{V, F' , F*) est un faisceau lo- 
calement fibre sur c'est a dire, comme sur une variete algebrique il y a equivalence entre les 
classes d'isomorphisme de fibres localement fibre et classes d'isomorphisme de fibres vectoriels, 
Ca^ {V, F*, F') est un fibre vectoriel sur A^. C'est le fibre de Rees sur A^ associe a (V, F' , F')- 

On pent voir directement, sans utiliser le fait que (V, -f*, F"' ) "^st refiexif, que c'est un fibre 
vectoriel sur A^. II faut pour cela utiliser la bigraduation de V compatible aux deux filtrations 
exhibee au lemme |^. Soit V = ©p,,jl^^'' une bigraduation compatible aux filtrations. On a une 
description directe du module de Rees R?{y, F*, F*) en fonction de cette bigraduation, c'est le sous 
C[ui, M2]-module de C[ui, U2, uj^"'^, w^"'^] ® V suivant : 

R\V,F^,F^) = ©(p,,)ez^<%-'F?''9, 

oil la somme est finie. Soit (j) le morphisme de C[mi, M2]-modules de F',F') vers ©(p,g)GZ2^^''' 

donne par (j}{vP''^) = u\.u\ v^''^ pour v^''? S V'^''^. <j) est un isomorphisme de C[ui, U2]-modules 
et done S^A'^i^, F' , F') est isomorphe au faisceau coherent obtenu a partir du C[mi, U2] -module 
®(p,g)GZ2l^^'* i.e Oa? ®c V — Oj™*^^- L 'isomorphisme de modules (f) induit un isomorphisme de 
faisceaux coherents que nous noterons encore 4> ■ 
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2.3 Construction du fibre de Rees sur a partir de trois filtrations 

Recouvrons = Proj C[ui,U2, U3] par les trois cartes affines standard Uk = {(ui, M2, U3) G P^, Uk ^ 
0} = A? = Spec C[— , — ] ou i,j,k sont deux a deux distincts, {i,j,k} — {1,2,3} et i < j. Sur 
Ics trois cartes, on cffcctuc la construction du fibre dc Rocs associc a deux filtrations. Pour les trois 
triplets {i,j,k) consideres au-dessus on construit le fibre de Rees £^j^-i {y,F*,F*) sur Uk — A?^-. 
D'apres la section precedente, chacun de ces fibres est isomorphe au fibre trivial sur Ou^ ® ^ sur 
Uk par les isomorphismes (l)k ■ Ou^ — > ^j^2 {V,F*,F*). On peut recoUer ces fibres triviaux sur les 

cartes afHnes pour former un fibre sur P^ comme le montre la proposition suivante. 

Proposition-Definition 1 Le recollement des fibres vectoriels triviaux Ou^ ou k & {0, 1, 2} 
par I'intermediaire des restrictions des isomorphismes (l)k forment un fibre vectoriel sur P^. Le fibre 
ainsi obtenu est appele fibre de Rees associe a I'espace vectoriel trifiltre {V,F*,F',F*) et est note 
^MV,F^,Fr,F^). 

Demonstration : On utilise les restrictions des isomorphismes trivialisants des fibres de Rees sur 
les plans affines decrits plus haut pour former des cocycles definissant un fibre. Introduisons quelques 

notations. Les intersections deux a deux des ouverts affines standards Uk oil k £ {0,1,2} seront 
notees Uki = Uk r\ Ui oil k,l G {0,1,2} et k < I. jki sera I'inclusion jki : Uki ^ Uk et jik sera 
I'inclusion jik : Uki ^ Ui. De meme, on a les trois inclusions jijk ■ Uijk ^ Uij. Pour I ^ k, on 
pcut supposcr par cxcmplc que I = j oil {i, j,k) est un triplet dc la forme decrite plus haut. On 
veut construirc un morphismc dc transition a partir des isomorphismes (j)k '■ Ou^ S,a.?XV, F* , F*) 

et 0, : Ou, ^ U^^iV,F:,F^) sur U.k- Or U^iV, F; , F;)\u,, = U^^iV, F^ , F^)\u,, comme sous 
faisceaux de jjki^Uijk ^V). En effet ces deux faisceaux sont egaux au faisceau ^A^^iV^Fi) ® 
sur Ujk = Spec C[u,v,v~^], oil Gm = Spec C[w,w^"'^]. On peut ainsi definir (j)ki = 4>^^ o (f>k\uki 
comme fonction de transition entre les fibres triviaux sur les cartes Uk et Ui. La condition de 
cocycle est automatiquement verifiee car (^^2 (V, i^*, F*)) = Ouij^ ^ ^- Ainsi sur Uijk 

: o (f>jk o (bki = id. Rcstc a montrcr que la construction nc depend pas des bigraduations 
V = (Bp,qVP''^ choisie pour chaque construction (^a?. (^i F',FJ) sur les cartes affines Uij. Supposons 
que Ton ait une autre graduation V = (Bp.qU^''^, alors prendre le bigradue associe aux filtrations F* 
ct F* , donnc des isomorphismes V^''^ = U^''' . Ces isomorphismes induiscnt des isomorphismes au 
niveau des modules de Rees puis des fibres de Rees sur les cartes affines Uk pour tons les triplets 
i,j,k. Ainsi, changer les bigraduations associees aux paires de filtrations revient a changer de 
trivialisations locales du fibre localcmcnt librc sur P^ ct conduit done a un fibre isomorphe. Le fibre 
de Rccs ^p2 (y, Fq, F'^ F') est bicn determine a isomorphismc prcs a partir dc (V, F* , F* , F'). □ 

Exemple : Donnons la description explicite du fibre de Rees associe a un espace vectoriel de 
dimension 1 muni de trois filtrations. Get exemple est important car on essaiera toujours par la suite 
de sc ramencr a unc somme directe d'espaccs vectoriels dc dimension 1 munis de trois filtrations, 
la construction precedente se comportant bien pour les sommes directes. Soit = C muni de 
trois filtrations. On a forcement {V,F^,F^,F^) = {V, Dec'Triv* , DecPTriv' , DeciTriv') oil r,p,q 
sont les rangs respectifs auxqucls F* , F* et F* sautent. £^p2 (V, Dec^Triv* , Dec'^Triv* , Dec^Triv*) 
est un fibre en droites sur P^ done de la forme Op2[D). Explicitons le diviseur D. Pour cela 
notons Dk le complement aire de Uk dans P^ (la droite a I'infini associee a I'ouvert afiine Uk), c'est 
a dire : pour k G {0,1,2} : Uk = {{uq : ui : U2) G P^\uk 7^ 0} ^ Af^ et Dk = {(wo : : 
U2) € P^lwfc = 0} = P^. La construction dans le cas d'un fibre de rang 1 est simplifiee par le 
fait que I'on peut evidemment trouver des trivialisations sur les ouverts compatibles a toutes les 
filtrations. Une section meromorphc s du fibre est donnce par (on note v un vccteur engcndrant 
la droite V) : (Ha A-^ riii sur U2, (Hi)-P.(lia)-9^; sur Uq et (lia)-'-.(li2 )-9^ sur Ui. D'oii : 
D={s) = -rDo - pDi - qD2. 
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Lemme 4 Soit {Vi,FQ^,F'^,F2^) une famille finie d'espaces vectoriels munis de trois filtrations, 
alors : 



Demonstration : Rappelons que si M et sont deux A-modules, et que Ton note par une 
tilde la construction du faisceau coherent sur Spec A associee a un A-module, alors : (M ® NY" = 
M~®iV~ et {M(»aN)~ ^ M~®spec aN~ . Les constructions des fibres de Rees sur les plans affines 
sur les ouverts standards associees a la somme directe et au produit tensoriel se deduisent done des 
constructions sur chacun des facteurs. Les trivialisations sur ces ouverts sont donnees par chacunes 
des trivialisations correspondantes aux espaces vectoriels trifiltres. Les fonctions de transitions du 
fibre associe a la somme directe et du fibre associe au produit tensoriel sont done donnees par blocs 
correspondants aux somme directes et par produit tensoriel des fonctions de transition. Ainsi le fibre 
de Rees de la somme directe est bien la somme de Whitney des fibres de Rees associes aux espaces 
vectoriels en somme directe et le fibre de Rees associe au produit tensoriel est le produit tensoriel 
des fibres de Rees de chacun des facteurs. □ 

2.4 Etude du fibre de Rees 

L'etude du fibre de Rees associe a un espace vectoriel muni de trois filtrations (decroissantes et 
completes) et de ses invariants va nous permettre de deceler a quel point les filtrations sont loins 
d'etre dans la position la plus simple, celle ou elles sont simultaneement scindees. Rappelons que 
les trois filtrations sont simultaneement scindees s'il existe des sous-espaces vectoriels 

FP'« tels que : 



Lemme 5 Soit V un espace vectoriel muni de trois filtrations (F' , F' , F') simultaneement scindees 
et de scindement V = (Bp^qV^''' . Alors : 



Demonstration : II sufht d'ecrire que {V,F^,F^,F^) = QpA^^'" ^ P' ^nd^ P' rnd^ P* ^nd) et que 
sur chaque "bloc" F^'', F* est une filtration de niveau 1, c'est a dire qu'il existe ki tel que 
Fl'i^j^ = yP'i et Fl'i^j^ = {0}. Sur VP''^ on a fc, = p. Et F'^^^ est done une filtration triviale decalee 
DecPTriv' . On applique ensuite le lemme ^ □ 

Nous n'avons pas de moyen, pour etudier le fibre de Rees associe a trois filtrations ^p2 (V, F*, F*, F*), 
d'ecrire des suites exactes en le scindant par I'une des filtrations pour faire apparaitre des fibres de 
rang plus bas construits a partir de filtrations sont en positions plus simples (on pense ici a la filtra- 
tion par le poids pour une structure de Hodge mixte et aux structures pures sur chacun des gradue 
par le poids). Ceci vient du fait que si I'on pout scinder deux filtrations en mcme temps, ce n'est pas 
en general possible pour trois filtrations. Pour pouvoir etudier Cp2(V, F' , F* , F*) on va lui associer 
un fibre que Ton pourra demonter suivant les sous-espaces associes aux differentes filtrations. 

Eclatons en (0 : : 1), on notera e : ^ le morphisme correspondant a I'eclatement et 
E = e~^(0) le diviseur exeptionnel. L'eclatement est decrit dans I'ouvert Uq = = SpecC[u,v] 
par les morphismes Ci : SpecBi — s- Spec A oii i € {1,2} correspondants aux morphismes d'anneaux 



ep.(®.(V;,For„F;„i^2V)) - ®,^p.{V,,F,\,F,\,F^^). 
ep.(®,(F.,FoV,FiV,F2V)) - ®,^p.{V.,F^^,F,\,F^^). 




£_P2 {V, Fq', Ff, F;) = (Bp,q£,p2 DedTriv\ DecPTriv' ,Dec'^Triv'). 
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suivants (on note les morphismes d'anneaux de la meme fagon) : cq : A = C[u,v] —^Bq — C[x,y] 
tel que eo{u,v) = {uv,v) et ei : A = C[u,v] — > Bi = C[z,<:] tel que eo{u,v) = {u,uv). SpecBi est 
note Uq. On fait la construction du fibre de Rees sur SpecBi associee au i?i-niodule R^{V, F*, Triv*). 

Remarque : Sur I'ordre des filtrations. Le but du travail sur le fibre £,p2{V, F' , F' , F') est 
de connaitre les positions relatives des filtrations dans le cas oia I'espace vectoriel trifiltre est un 
structure de Hodge mixte. Dans ce cas, on prendra F* = (W,)* la filtration croissante associee a 
la filtration par le poids, et F* — F' , F* = F la filtration de Hodge et sa conjuguee par rapport 
a la structure reelle sous-jacente. On va s'interesser aux quotients par la filtration par le poids 
qui sont des structures de Hodge pures. C'est pourquoi dans la construction du fibre associe a 
^p2 (y, Fq, F*, F*), on distingue F* pour pouvoir quotienter par des sous-espaces vectoriels associes 
a cette filtration alors que les trois filtrations jouent des roles symmetriques dans la construction du 
fibre de Rees. 

Proposition-Definition 2 On peut utiliser les trivialisations locales des fibres de Rees associes aux 
paires de filtrations sur les quatres plans affines qui recouvrent pour obtenir un fibre vectoriel 
unique a isomorphisme pres. II sera appele le fibre vectoriel sur P^ associe d £,p2{V, F* , F* , F*), il 
sera note {V, , , F^ , Triv' ) . 

Demonstration : La preuve est la meme que pour la construction de £,p2{V, F' , F' , F'), on 

trivialise localement sur les quatres ouverts par I'intermediaire des isomorphismes ai exhibes plus 
haut ce qui permet d'avoir automatiquement les conditions de cocycles et d'utiliser de recoller. □ 

Lemme 6 Soit {Vi, F* ^, F* ^, F* i) une famille finie d'espaces vectoriels munis de trois filtrations, 
alors : 

Cp.(©^m, F^^, FU, F^^,Trzv')) ^ ®^^pUV,, F,\, F,\, F^ ^, Triv*). 
Cp, mV,, FqV, F^V, F^V, T™')) = ^.Cp, iV.,F^^,F^^,F^^, Triv'). 

Demonstration : La preuve est similaire a celle du lemme ^ 
□ 

Definition 4 Une filtration decroissante et complete F' est dite positive si le plus petit entier p tel 
que F^ = V pour tout k < p est positif. 

Les fibres ainsi definis sont lies par le lemme suivant : 

Lemme 7 Soit (V, F* , F*, F') un espace vectoriel muni de trois filtrations. Si F* et F' sont posi- 
tives on a un morphisme injectif de ^p2iVj F' ^ F' , F' , Triv') vers e*^p2(y, F' , F' , F*). 

Demonstration : Demontrons ceci sur chacun des ouverts de P^. Notons U[ = Ui et U2 = U2 les 

images inverses de Ui et U2 par e. Sur les ouverts U[ et U2 il n'y a rien a montrer. Tout se passe au 
dessus de la carte Uq dans P^ (rappelons qu'un recouvrement affine de e~^{Uo est donne par Uq et 
Uq). Comme on I'a vu plus haut, pour un A-module M et un morphisme d'anneaux A — > _B, on a 

f*{M) ~ M B. Par exactitude de ~ il suffit done de montrer qu'on a une fleche de B^-modules 
RR{V,F',Triv') RR{V,F',F') <»a B, pour i £ {1,2} injective. II suffit de le montrer pour 
i ^ 1. 

RR{V,F',F') (^A Bi est engendre par les elements de la forme .v~'^ .Up^q (^a P{x,y) oh P G 
Bi et Op^q e Ff n F^, or u~P.v~''.ap^q ^a P{x,y) = Up^g <^a ei{u~P).ei{v~'').P{x,y) = ap^g (S)a 
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(x.y) P.y '^.P{x,y) = ap^q ®a x ^.y ^ ''.P{x,y). Prenons comme fleche le morphisme injectif : 
R^V, F^,Triv') R^{V,F^,F^) (g>A Bi donnee par x^P.Up ^ Up (g>A x'P ou ap G Ff. □ 

Remarque : Lorsque le fibre sera associe a une struture de Hodge F* — F* et F* — f' et les 
filtrations au rang p sont donnees par des p-formes et sont done positives. Notons le faisceau 
quotient de e*^p2 {V, F*, F*, F') par ^—^ (V, F* , F*, F* ,Triv*), on a la suite exacte suivante : 

^ (V, Fo' , Ff , F^ , Tmv') ^ e*^j.2 {V, F^' ,F^,F^)^T^ 0. 

La construction de ^-^{V, F* , F* , F* ,Triv') est legitimee par le lemme suivant. II permet de con- 

struire des suites exacte de fibres sur associes aux sous-espaces et espaces quotients de la filtration 
Fq* et done de reduire I'etude de [V, F^ ,F^ ,F^ ,Triv') puis de ^p2 {V, F^, Ff, F^) a celle des fibres 
de Rees qui sont des fibres en droite et done de calculer les invariants topologiques du fibre de Rees 
associe a trois filtrations. 

Lemme 8 Soit (V, F* , F* , F* ,Triv*) un espace vectoriel muni de trois filtrations completes et 
decroissantes, si V est un sous- espace vectoriel de V donne par un des termes de la filtration 
F* (i.e il existe p tel que V' = Fg ), alors, en notant par des ' les sous-objets et les filtrations induites 
sur V' et par des " les objets quotients et les filtrations quotient sur V" — V/V , on a la suite exacte 

- {V, F'lF'lF'lTriv') ^ [V, F*, F*, F^Triv') ^ ^p^ (^", F"', F''^, F"', Tnz;') ^ 0. 

Demonstration : La suite est evidement exacte sur chacun des quatres ouverts affines decrits plus 
haut. Le recoUement est rendu possible par le fait que sur cliaquc intersection triple deux filtrations 
differentes sont en jeu et done toutes les trivialisations sont compatibles. □ 

Remarque : L'idee donnee dans la demonstration du lemme nous donne meme un resultat 
plus fort : tons les quotients de {V, F* , F* , F* ,Triv') gradues par F' torment des sous-fibres de 
£^~2{V, F* , F* , F* ,Triv') et leurs quotients sont de meme des sous- fibres. 

Le lemme suivant est I'analogue du lemme ^ : 

Lemme 9 Soit V un espace vectoriel muni de trois filtrations {F' , F' , F') scindees. Alors : 
£.^2{V, F^,F^,F^,Triv') = ffip.gfp^ {V''^'^, DedTriv', Dec^Triv', Dec'^Triv' ,Triv'). 

Demonstration : La preuve se caique sur celle du lemme ||. □ 

2.5 Calcul explicites des invariants des fibres de Rees 

Le but de cette section est de calculer le caractere de Chern du fibre ^p2{V, F' , F' , F') associe a 
un espace vectoriel trifiltre {V, F* , F* , F*) afin de voir en quoi ce fibre differe du fibre trivial obtenu 
pour la construction associee avec trois filtrations simultaneement scindees provenant des gradues 
donnes par les trois filtrations. Pour cela, on utilise la decomposition de la section precedente pour 
calculer les caracteres de Chern ch{T) et ch{^~2{V, F* , F* , F* ,Triv')) . 

Proposition 1 Le calcul du caractere de Chern cli(^p2 {V, F* , F*, F* , Triv*)) pent toujours se ramener 
au calcul des caracteres de Chern ch(^~2 (C, Dec^Triv* , Dec^Triv' , Dec'^Triv* , Triv')) pour (r,p, q) G 

Z'^. De plus, en notant r/jj G H^(P^, Z) = Z Ze dual de Foincare du diviseur D et une forme qui 
engendre H*{P'^,Z) = Z : 

ch(^p2 (C , Dec^'Triv' , DecPTriv' , Dec'^Triv' , Triv' ) ) = 1 + ryy^,^ + prj^^ + qrjf,^^ + i (r^ + 2rp+2rq)w^ 
On a ainsi la relation : 

cM^p, (T/,Fo*,Ff,F2*, Friz;')) = dime V^ + Ep,,,.W-Hd„ + PVd, + ^Vd, + + "^rp + 2rq)w^) 
ou Sp^q^r — dimcGrp.Grp.Grp.V. 
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Avant de demontrer la proposition, etablissons le lemme suivant : 
Lemme 10 

^p2{C, Dec'Triv' , DecPTriv' , Dec'^Triv') Op2{rDo + pD^ + qD2). 
Ci{^p2{C, Dec^Triv' , Dec^Triv' , Dec''Triv*)) ~ rrj^^ + prjOi +qr/D2- 
^-^{C, Ded'Triv' , DecPTriv' , Dec'iTriv' ,Triv') ^ O-^lrDo + pDi+ qD2). 
ci{^~2{C^ Ded'Triv* , DecPTriv* ^ Dec'^Triv* ,Triv*)) = rriQ^^ ~'rPVb^ ^ IVd^- 

Demonstration : La premiere assertion a ete demontree dans I'exemple qui suit la proposition- 
definition |l|. Pour distinguer plus bas leurs transformees striates dans I'eclate de P^, on garde 
les notations des Di bien que tons soient homologues dans P^ et definissent des fibres isomorphes. 
D'apres [ p-H[ | par exemple, sur une variete compacte complexe M, la classe de Chern d'un fibre en 
droite de la forme Om{D) pour D e Div(Af) est donnee par ci{Om{D)) ~ rju ou rju G H^i^{M) 
est le dual de Poincare de D. Ainsi : 

ci{^p2{V, Ded'Triv* , DecPTriv* , Dec'^Triv*)) — jjOo + ^-Di + ??-D2 Notons Di la transformee striate 
dans P2 de donnee par I'application de I'eclatement e, et E le diviseur exeptionnel. Le fibre 
en droites ^^—^{C, Dec^Triv* , DecPTriv* , Dec'^Triv* ,Triv')) sur P^ est de la forme 0—2(1?) pour 

[D] € Pic(P^) = Z Z. Un calcul analogue a celui fait dans I'exemple precite montre I'egalite 
D = rDo + pDi + qD2 et done : 

Ci{£,~2{C, Dec^Triv' , Dec^Triv* , Dec'^Triv' ,Triv*)) — rrjf^^ +PVdi +'?'?_d, • 

□ 

Demontrons la proposition : 

Demonstration : Demontrons la premiere assertion. On notera toujours par Triv' la filtration 
triviale induite par la filtration triviale sur des sous-espaces ou des espaces quotients de V. Soit V 
un espace vectoriel muni de trois filtrations opposees {F' , F' , F'). Rappelons que pour une suite 
exacte de faisceaux coherents de la forme ^ Q' ^ Q ^ Q" ^ \a relation suivante est verifiee : 
ch{g) = ch.{Q') + ch.{g"). Ainsi en filtrant V par F' et d'apres la suite exacte exhibee dans le lemme 

ch(C~, {V, F' , F- , F- , Triv') ) = ^ ch{^~, {Gr^p. V, F' , F' , F^'^,, , Triv') ) . 

r 

Comme F* -^^ est de longueur 1 sur Grp.V c'est la filtration decalee de r par rapport a la 
filtration triviale, done : 

ch(Cp. {Gr^F,^ V, F*,„,^ , F;.,„,^ , F'^,,, , Tmv')) = 

cH^p2 (GrJ,. V, DedTmv\Fl^^^^,Fl^^,^,Triv')). 
Pour tout r, filtrons Gr^. par la filtration induite par F'^^^ sur cet espace. II vient alors : 
cH^pAGr^p.V,Dec^Tmv\Fl,„^^,Fl,„^^,Tmv')) = 

Ep ch(ep. (Gr^.^^^^ Gr^p. V, DedTmv' , F-,„,^_„,^ , Fl^^,^^^^,^ , Trrv')). 
Or ^Mnd,,»«dp est de longueur 1 sur Gr^.^^^ Gr'p.V = Gr^p.Gr^p.V , ainsi : 

cli(Cp, {Grl.Gr-p.V, Dec^Triv', DecPTrtv', Fl^^,^^^^^^,Trtv')). 
Le meme argument applique a la derniere filtration permet de montrer que : 
ch(ep,(y,Fo*,Fi',F2',Tr*z;*)) = 

Y.p,q,r ch(Cp2 {Grl^.Gr^p.Gr'p.V, Ded'Triv', DecPTriv' , Dec'^Triv' ,Triv')). 
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Puis finalcmcnt que 



cH^p,{V,Fo\F,\F^,Tmv')) = 

T^p.q.r dime (G4. Gr^. Gr^. y). ch(^p2(C, Dec'-Triv' , DecPTriv' , Dec'^Triv' ,Triv*)). 

Ce qui demontre la premiere assertion. 
La deuxieme decoule du lemme precedent. Pour im fibre en droite £, on a la relation ch(>C) = 
exp(ci(£)) c'est a dire sur une surface : ch(£) = 1 + ci{C) + ^ci{C)^. Les produits d'intersection 
dans P2 sont donnes par ^ 1, Dj ^ 0, = 0, = -1 ct Dq.Di = 1, D0.D2 = 1, E.Di = 
1, E.D2 = 1, Di.D2 = 0. D'ou : 

cli(^p2 (C, Dec^Triv' , Ded'Triv' , Dec'^Triv* ,Triv')) = ^+rrijj^ ^PVdi +9^1)2 2 
□ 

Reste a determiner cli(jF). L'idee pour le faire est de voir que J-' ne depend pas de la filtration 
F*. En efFet le support de !F est dans I'eclate de la carte affine Uo et f peut etre determine par les 
restrictions des faisceaux ^p2(y, F', F', F') et £,p2{V, F' , F* , F*) a I'eclate de cet ouvert affine. Or 
ces restrictions sont construites a partir uniquement des filtrations F* , F* et Triv* et ne dependent 
pas de la filtration F'. Done on peut ecrire une suite exacte courte : 

^p^iV,F*,F*,F',Triv') e*^p2(y, F\ F* , F*) ^ T ^ pour n'importe quelle filtration 
complete decroissante F* de V avec le meme faisceau J-. Ainsi, on va choisir une filtration F* 
telle que ch(^p2 (V, F*, F*, F*)) soit facilemnt calculable. Pour cela il faut qu'il y ait un scindement 
commun de V par les trois filtrations F', F* et F' ce qui est toujours le cas lorsqu'il n'y a que deux 
filtrations, comme dans le cas 011 F* — F* ou F* = F* par exemple. 

Proposition 2 La caracteristique de Chern de F est cli(jF) — ^{p + qf'w'^ 

Demonstration : On a le choix sur F* pour efFectuer le calcul. Celui-ci est facilite si Ton prend 
par exemple F* — F* . La suite exacte courte de faisceaux explicitee plus haut nous donne : 

ch{T) = ch(e*Cp^ {V, F^, F*, F*)) - c\v{^~, {V, F',F', F^, Tmv')). 
D'apres la proposition precedente, en posant Sp^q = dimcGrp.Grp.V : 

ch(ep2 {V, F^,F^,F^,Tmv')) = dimc^ + Ep,g Sp.Apr^f,^ +pii^^ + gr,^^ + W + + 2^)^'). 
D'un isomorphisme V = Grp.Grp.V (rappelons qu'il en existe toujours un) et du lemmc^ on tire : 

^P2 {V, F^,F^,F^) - (p2 i(Bp,qGr'j,.GrPp. V, ^p^qDec^Trivl^, ®p,qDed'Triv' p^^, Qp^qDed^Triv;^^) 

dimi-Gr'' Gr^ V 

^ ®p,q^p2{C,DecPTriv\DecPTriv',Dec'^Triv') ^''^j'^^r. 
Done, si Ton note le generateur de H'^(P^, Z) tel que e*{w'^) — zw^ : 

ch(e*eP^ (F, F^,F^,F^)) = e*ch(ep2 {V, F^,F^,F^)) 

= e*ch{®p^qi,p2 (C, DecPTriv', DecPTriv' , Dec'^Triv'f"^''^'^'''''^'^'''''^ ) 

= e*{dimcV + ^6p^q{p'i]Do + PVDi + qVD2 + ^(p^ + + 9^ + 2(p^ + M + Pg))^'*) 
p,y 

= dimcV^ + ^(5p,g(p77j=,^ +PVdi + IVD2 + \^P^ + P^ + + '2.{p^ +pq+pq))w^). 
p,q 

D'apres la formule : ch(^p2(C, Ded'Triv' , DecPTriv' , Ded^Triv*) = 1 + rriD^ + prjoi + qVD^ 
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+p'^ + 2{rp + rq+pq))w'^). 

Ainsi : 



□ 

Finalement, la caracteristique de Chern du fibre ^p2(V, , F*, F* ) est donnee par : 
Proposition 3 ch{^p2 {V,F^,F^,F^) = dimcV 

+ Yl [(dimcG4.G'rP.GrJ,.y).((r +p + q)w^ + ^(r^ + 2rp + 2rq)w^)) 

p,q,r 

+ 53[(dimcG4.Gr^.y).(i(p + g)2«;4)" 

Demonstration : C'est une consequence directe du calcul de ch(J^) et de ch^p2 {V, F' , F' , F' ,Triv*). 
□ 

Nous allons effectuer ce calcul dans le cas qui nous interessera par la suite c'est a dire celui ou 
les trois filtrations sont opposees. 

Definition 5 Soit V un espace vectoriel muni de trois filtrations (F* , F* , F*) completes, finies et 
decroissantes. Ges filtrations sont dites opposees si Gr^p.Gr%.Gr'%. = pour p + g + n ^ 0. 

CoroUaire 1 Soient {F*,F*,F2) trois filtrations completes, finies, decroissantes et opposees sur 

un espace vectoriel de dimension finie V , alors : 
di{^p2{V,F^,F,\F^)^dimcV 

+h Ep,g [dime G^.Gr^.y - dimcG^.Gr^.Gr^r'y] .{p + qf.w'^. 

Demonstration : On applique la formule de la proposition precedente. Tous les coefficients sont 
nuls s\ p + q + n ^Q. □ 

Remarque : Lorsque {Fq , F' , F*) sont trois filtrations opposees sur V, on a : 

chi{^p2{V,F^,F^,F2*)) = 0. 

3 Application aux structures de Hodge mixtes : niveau de 
R-scindement 

3.1 Definition du niveau de R-scindement d'une structure de Hodge 
mixte 

Une structure de Hodge mixte sur un espace Hq consiste en les donnees suivantes : 

(i) Unc filtration croissantc W, snr Hq appclcc filtration par Ic poids. 

(ii) Une filtration decroissante appelee filtration de Hodge F* sur H = Hq ig)Q C satisfaisant 
la condition qui suit : la filtration F' induit une structure de Hodge pure de poids n sur Gr^ H = 

Wn ®Q C/Wn-l ®Q C. 

Ici la filtration F'Gr^H induite par F' sur Gr^ H est donnee par les quotients successifs pour 
tout entier p : FPGr^H = {Fp n (W„ C) + W„_i ®q C))/W„_i C. 
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Pour etre plus precis la condition (ii) signifie que F'Gr^ H et F*Gr^ H sont opposees sur Gr^ H 
i.e Gr^.Q^nr ^Gr^,^^^ ^ si et seulement si p + q 7^ oii _F* est la filtration conjuguee a la 
filtration de Hodge par rapport a la structure reelle sous-jacente — Hq (g)Q R. 

Nous n'utiliserons pas par la suite la structure rationnelle Hq. II nous suffira de considerer la 
filtration par le poids sur He = Hq (g)Q C que nous noterons W, alors que nous la notions Wc ®q C. 
Remarque .'(Filtrations opposees). 

Rappelons une propriete iniportante dans I'etude des structure de Hodge mixtes. Bien que les 
structures de Hodge mixte n'admettent pas en general de decomposition en une somme directe de 
" (p, (7)-sous-espaces" comme les structures pures, c'est-a-dire de graduation compatible aux trois 
filtrations, les espaces canoniquement definis ci-dessous ont des proprietes de decomposition tres 
utiles : 



Lemme 11 ^Delij 

(t) IV.q^T^^P mod Wp+g^2- 

(ii) = ep+,<™/P'«. 

(ill) FP ^ ®,>p ®g . 

(iv) La projection W„i Gr^H induit un isomorphisme pourp + q = m de 1^'"^ vers le sous-espace 
de Hodge {Gr^ H)p-'' . 

Quitte a changer les indices, cette decomposition canonique en sous-espaces donne deux 
bigraduations canoniques He — ®p,ql^'''^ associees aux paires de filtrations {W,,F') et {Wt,F ). 
La premiere bigraduation, associee a {W,,F') est donnee directement par le lemme precedent, la 
deuxieme associee a est donnee par Wm = 0p+g<m7*''^ et f'' = ®i>q (BpT'^ . Ces deux 

bigraduations ne sont pas compatibles a moins que Ton ne soit dans le cadre de la definition suivante 

Definition 6 Une structure de Hodge mixte H = (Hq, W,, F* , F ) est dite R-scindee si les espaces 
/P'^ definis de fagon canonique verifient la condition : pour tons p, q H''^ — l'^'^ . 

Dans le cas 011 la structure de Hodge mixte H — {Hq , W, ,F',F ) est scindee, on a : F^ C] f'^ = 
®p'>p,q'>qIP '"^ ■ Ce qui signifie que les trois filtrations sont simultaneement scindees. Nous voulons 
etudier a quel point nous sommes eloignes en general de cette situation. 

A une structure de Hodge mixte H = {Hq,W,, F* , F ) on pent associer les nombres entiers 
suivants : 

{h''jf — dimcGr^:.Gr^p.Gr^^ He pour tons p, 9 e Z, 
t^"^ = dimcGr!L,Gr^,Hc pour tons p, g e Z. 

Les entiers /i^' sont les nombres de Hodge classiques associes aux structures de Hodge mixtes. Dans 
le cas oil la structure de Hodge mixte H est R-scindee, pour tons p, g € Z on a I'egalite : h^'^ — i^'. 
Ce n'est pas vrai en general comme nous le verrons par la suite. A une structure de Hodge mixte 
{Hq,W,, F' , F ) on associe le fibre de Rees sur construit dans section precedente a partir du 
triplet de filtrations sur He, {W',F',F ). W est la filtration decroissante associee a la filtration 
croissante W,. EUe est definie par : pour tout p & Z, = W-p. Ainsi a toute structure de Hodge 
mixte {Hq, W,,F*,F ) correspond un fibre vectoriel sur le plan projectif £^p2{Hc,W*,F',F ). Le 
calcul des invariants du fibre construit plus haut nous permettra de voir si les nombres de Hodge 
t^'^ sont proches des nombres h^'^ , c'est a dire de voir si la structure de Hodge mixte est proche de 



la structure de Hodge mixte R-scindee qui lui est associee [C-K-S|. 
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Proposition 4 Soit ^p2(Hc,W , F' , F ) le fibre sur associe a la structure de Hodge mixte 
{Hq,W„F',f'), dors : 

ch(ep. {Hc^W.F'.f')) = dtmcHc ^\Y.^P + ^fit^if " h^ifW 

p,<i 

et done : 

C2(Cp. (HcW, F',F')) = IT.(p + i'^'C'h' t^H'W- 

Demonstration : On applique la proposition |l| dans le cas oii I'espace vectoricl trifiltre provient 
d'une structure de Hodge mixte avec(F,Fo',F]',F2') = {Hc,W' , F' ,'f'). D'ou dime G^.Gr^.F = 

(Xm\cGr^.Gr^p, He = t^if et A\mcGr''p,Gr^p.Gr~p^^'^V = AmicGry,Gr^p,Gr^p_^Hc ce qui donne 
la relation. □ 

Ceci nous amene a poser pour definition du niveau de R-scindement : 

Definition 7 Le niveau de Ti-seindement d'une structure de Hodge mixte {Hq,W,, F* , F ) est le 

nomhre entier : 

a{H) = ch^{^MHo,W\F\F')) = ^Y^^p + qf (t^^ - h''^"). 

p-.q 

Cette definition constitue une generalisation de la notion de structure de Hodge R-scindee. En 
effet, si {Hq,W,,F' ,F ) est une structure de Hodge R-scindee alors a[H) = 0. Reciproquement 
supposons que a[H) — pour une structure de Hodge mixte H. On verra par la suite que cela 
implique que pour tons (p, q) t^jf = ^^h^ ■ On ^eut montrer que dans ce cas pour tous (p, q) H''^ = /''^. 
Supposons que ce ne soit pas le cas. Munissons T? de I'ordre lexicographique. Soit (po,go) le plus 
grand des elements (p, q) tels que H '^ ^ 1'^ ^ (rappelons que Ton a toujours egalite modulo Wp+q-2)- 
Soit le sous-espace vectoriel de H''' de dimension maximale verifiant I'egalite, donne par 

jPo,9o ^ iP^if^T"'^ c H-i. On a alors t^"''" = dimcIo°''^° < dimcl^°''^" = h^n''" ce qui contredit 
I'hypothese. D'oii : 

a{H) = La structure de Hogde mixte H est R-scindee. 

Remarques : • Notons H' = {Hc,W»,e~^'^ .F*) la structure de Hodge mixte R-scindee associee 
a la structure de Hodge mixte H = {Hc:W,^F*). On verifie que Ton a bien pour tous {p,q) 
hP^f = fP^f = dime /P'' et done a{Hc,W„ e''-^ .F') = 0. 

• Pour des raisons de dimensions, on a J2p qi^^H^ ~^'h') — 0- Dc plus Ci(^p2 {Hc,W' , F' , F )) = 
g(p + q){lT'^if — t^n) ~ ^ comme anonce pour un fibre de Rees associe a des filtrations opposees. 

• II parait possible que deux structures de Hodge mixtes H et H' aient les memes nombres de 
Hodge, des niveaux de R-scindement a{H) et a{H') egaux mais que leurs nombres /i^' et i^'' ne 
soient pas tous egaux. 

3.2 Comportement du niveau de R-scindement par operations sur les 
structures de Hodge mixtes 

Dans cette partie nous allons etudier les variations de a lors des differentes operations qui peuvent 
etre faites sur des structures de Hodge mixtes heritees de la structure de categoric abelienne de la 
categorie des structures de Hogde mixtes. Morphismes entre structures de Hodge mixtes, quotients, 
sommes directes, produits tensoriels et extensions. 
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Deflnition 8 Soit A une structure de Hodge mixte donnee on note £a le sous- ensemble rfe Z x Z 
forme par les couples {p,q) G Z x Z tels que les nombres de Hodge kFj^ sont non nuls si et ssi 
{p, q) (z £a ■ Get ensemble est appele le type de A. 



Definition 9 La structure de Hodge T{k) est I'unique structure de Hodge de rang 1, de type (— fc, —k) 
et de reseau entier (27rz)'^Z. 

Remarque : Soit A une structure de Hodge mixte et k G Z, alors les types de A et A®T{k) sont 
lies par : £A<$,T{k) = {{p - k,q - k) e Z x Z\{p,q) G £a}- 
Pour les nitrations on a les relations pour p,q,n G Z^ : 

FPiH ® T(k)) = FP+'^{H), ( p,g ^ .p+k,g+k 

F\H « T{k)) = F+^F), et -r^'^^ _ 

Theoreme 1 Pour H et H' deux structures de Hodge mixtes : 

(i) pour tout k e Z, a(H (it)T{k)) = a{H). 

(ii) a{H*) = a{H) ou H* = Roijishm{H,T{0)) . 

(iii) a{H®H') = a{H)+a{H'). 

(iv) a{H (g) H') = dim{H').a{H) + dim{H).a{H'). 



Demonstration : (i) 

a{H(^T{k)) 



{P,<l)<^£HtST{k) 



"'H(ST{k)' 

(p+k,q+k)e£H 



"■Hi 

(P -t q) [ljj(;.rp,f,) - fl-Hl^Tlk) ) 



et /i^? = h^^' '^}, I'egalite en 



d'apres la remarque precedente. 

(ii) II suffit d'ecrire que 8h* = {(^Pj ?) € ^h, t^ni = tJi' 
decoule car tons les coefficients p + q sont au carre. 

(iii) £h®h' — £h U £h' ■ Les filtrations de Hodge et la filtration decroissante associee a la filtration 
par le poids de H ® H' se deduisent des filtrations respectives de H et H' par somme directe. Les 
dimensions des quotients sont done faciles a calculer, on en deduit : pour p, q entiers, h^H^^H' ~ 
h^if + t^ir 6t ^Sffiff' + ^^ir ■ decoule la formule voulue. 



{Hc',W",F",F '))=^p2{{Hc,W',F',F ))®Cp2{{Hc',W",F",F ')). 



(iv) D'apres le lemme 
^p2{{Hc,W,F\f') 
Done : 

ch^p2{{Hc,W',F%F 



{Hc\W",F",F ')) = 
ch(Cp2 {{Hc.W%F',F'))).c\v{^p. {{He', W" , F" , f''))). 

Or les trois filtrations constituant une structure de Hodge etant mixte etant opposees, on a : 
chi{^p2{{Hc, W , F\F')) = et de meme chi{^p2{{Hc' ,W' , F" ,F*')) = 0. Ainsi : 

C2i^p2{{Hc,W,F%F')®iHc',W',F",F"))) = 
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dimc(i?c')-C2(^p2 {{He, W',F',f'))) + dimc(i?c).C2(ep2 {{He', W" , F" , f''))). 
Qui est I'egalite cherchee. 
□ 

Soient A = {Ax,W^, Fa,'f\) et B ^ {Bz,W^ , F^,F*b) deux structures de Hodge mixtes. Nous 
pouvons alors definir suivant Q ou |c) le groupe d'extension de B par A note Ext(i?,^). C'est a 
dire Pensemble des classes d'equivalence a congruence pres des suites exactes de structures de Hodge 
mixtes : 

^A^^H^^B ^0 

Pour une structure de Hodge mixte H reniplissant une telle suite exacte, on ecrira : H G 
Ext(B,A). On a bien sur : £h = £a U £b- Nous noterons pour tous p,q G Z t^'^ (resp. t^'^ , i^'^) les 
entiers suivants dinicGr-|;. Gr^p.Hc (resp. dimcGr|^. Gr^p.Ac, dimcGri^. Gr^.Bc)- On utilisera 

le meme type de notation pour les nombres de Hodge h^jf ,h^ji^ et hF^'^ . 

Pour H e Ext(i3, A) nous avons les egalites suivantes pour les nombres de Hodge : 

Pour tous p,qeZ,hPj'^ ^ hF/ + 

Une telle egalite pour les nombres t'P''^ n'est pas vraie en general (cf exemples plus bas). Ecrivons le 
diagramme : 





7k Tb 





oil, d'apres la section precedente, les colonnes sont des suites exactes associees a chacunes des 
structures de Hodge mixtes A, H et B. La premiere ligne est une suite exacte car le foncteur 
(.,.,.,., Triw*) est un foncteur exact de la categoric des structures de Hodge mixtes vers la 

categoric des fibres vectoriels sur P^. On obticnt done la relation entre les niveaux de R-scindement 
des structures de Hodge mixtes : 

a{H) = a{A) + a{B) + \Y.iP + ^)'(^a' + t's' ~ i'lf)- 

p,q 

Cette relation est importante dans la demonstration du fait que I'invariant a est sur-additif par 
extensions : 

Theoreme 2 Soient A et B deux structures de Hodge mixtes et H G Ext(i3,v4), alors : 

a{H) > a{A) + a{B) 

Notation : pour une structure de Hodge mixte •, on defini f^'"^ — dimcF^OFl. La demonstration 
du theoreme utilise le lemme suivant ainsi que son coroUaire : 
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Lemme 12 Soient Vi et V2 deux espaces vectoriels, V — Vi (B V2 et ir la projection de V sur V2, i 
I'injection de Vi dans V. Soient W\, W{ (resp. W2, W2) des sous-espaces vectoriels de V\ (resp. 
¥2). Si W et W sont des sous-espaces vectoriels tels que i{Wi) — W Vi,i{W[) — W HVi et 
tt{W) = W2,TriW') = W^, alors : 

dimc(W^i n W[) + dimc(W^2 n W!^) - inf(dimc(M/2 n M^^^), dime (14)) 

< dimc(W^n VF') 

< dimc(W^i n W[) + dimc(W^2 H W^). 
Corollaire 2 Soient A et B deux structures de Hodge mixtes et H ^ Ext(-B,v4), alors : 



Demonstration : (du corollaire) D'apres la construction dc H E Ext{B,A) (c'est a dire une classe 

de suite exacte — > A H B — > 0) dans Q suivant pour tout {p,q) G Z x Z, 

on est exactement dans le cadre du lemme precedent avec : He — Ac © i?c, Wi = F^, W{ = f\, 



Wi 



pp 



W' = Ffj. Par construction de la filtration de Hodge et sa 



filtration opposee sur I'extension, on a j(F^^) — AcCiFfj^, i{F j^^) = Ac n F et ■n{F^^) = F^^, 
7r(F^^) = -P'bc par stricte compatibilite des morphismes de structures de Hodge. □ 

Demonstration : (du lemme) Ecrivons sous forme matricielle les coordonnees des sous espaces 
vectoriels W et W' dans F = Vi ® V2 i.e les representations matricielles des points W et W dans les 
grassmanniennes GiV, dime W) et G{V, dimcW^')- On note MiSev la matrice representant Sev C Vi 
dans G{Vi,AiTsicSev) pour i G {□, 1, 2}. La base de V prise pour la representation matricielle est la 
reunion des bases de Vi et V2. Alors : 

MiW, I \ _ ( M,Wi I 

Ai I M2W^2 j - A[ I M2W^ 

oil Ai et A2 sont des matrices quelconques de dimension dimcVF2 x dimcVi et dimcW2 ^ dimcVi 
respectivement (on verifie que ce sont bien des sous-espaces vectoriels tels que i{Sevi) — Sev n Vi 
et T:{Sev) = Sev2)- Comme pour deux sous-espaces vectoriels on a I'egalite sur les dimensions 
: dim(5'ewi n Sev2) + dim{V ect{Sevi, Sev2)) = dim(S'ewi) -I- dim{Sev2), connaitre la dimension de 
Vect(W, W) nous donne la dimension cfierchee. II s'agit done de trouver le maximum des dimensions 
des matrices extraites de determinant non nul de la matrice 

/ 



MW 



MW : 



V 



MiWi 





Ai 


M2W2 


M{W[ 





A', 





Une telle matrice contient des lignes et colonnes obtenues a partir des matrices extraites de determinant 
non nul de dimension maximale pour les sous-espaces engendres Vect{Wi,W{) et Vect{W2, W'^) i.e 
les lignes et colonnes completees a partir de telle matrices extraites dans : 



MW = 



MiWi 
MiWi 



et MW = 



M2W2 
M2W^ 



On peut done trouver une matrice extraite de determinant non nul de dimension au moins egale a 
dim.Vect{Wi, W{) + dimyeci(W2, W2). On peut ajouter a cela au plus min(dim (W2 n H^^), dim Vi) 
lignes et colonnes pour obtenir une matrice de determinant non nul. D'oii I'inegalite : 

dimiV ect{Wi,Wi)) + dim(yect{W2, W^)) < diia(yect{W, W)) 
< dim{Vect{Wi, Wi)) + dhjiiVect{W2,W^)) + min(dim {W2 n W^), diniFi) 
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En decoule I'inegalite voulue en passant aux codimensions. 
□ 



Demonstration : (du theoreme) Comme 8h = £a^ est un sous-ensemble fini de Z x Z, on 
pent trouver A: G Z et e Z tels que Sn^Tik) = ^A^T{k) U £B^T{k) C [0,7V] x [0,-/V]. D'apres le 
theoreme Q (i), I'egalite n'est pas modifiee par tensorisation des structures de Hodge A,B et H par 
une structure de Hodge de Tate. Tensoriser les structures de Hodge dans une extension par une 
structure de Hodge de Tate T{k) induit un isomorphisme entre Ext(i3, A) et Ext(i3(g)T(fc), A(g)T(fc)). 
Quitte a remplacer les structures de Hodge A,BetH par leurs tensorisees par T{k), on peut ainsi 
supposer que £h C [0, N] x [0, N]. La proposition sc ramene done a montrer que : 



a{H)-a{A)-a{B) = ^ ^ 

(p,q)e[0,N]x[0,N] 



Pour une structure de Hodge mixte •, on a les suites exactes suivantes : 



■FP+'Gr^ 



Fi n Fl 



F^Gr? 



F. 



F. 











Et done la relation sur les dimensions : 
Ainsi : 



a 



(p,q)e[0,N]x[0,N] 



{p,q)e[Q,N]x[0,N] 



On efFectue un changement d'indice sur les sommes, comme pour tout p, /, 

fN+l..q ^ Q . 



p,N+l 



0, pour tout g, 



2 Z^(p,q)G[l,JV]x[l,Af] 



-2EqelO,N] [{0 + qr-{0 + q-ir 
4Epe[i,ivlf(P + 0)'-(p-l + 0V 



que nous ecrirons, afin que les coefficients des f^''^ sous les J2 soient tous positifs, sous la forme : 
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Ainsi 



(p.,q)ell,N]xll,N]\ 



a{H) ~a{A)- a{B) = a" - a" (A) -~a-{B)^\Y. 



(p,g)e[l,W]x[l,A'] 



(2m + 4) 



+ 



fO,0 

/if 



96[1,JV] 



(29-1) fn 



0,g 



J A J B 



/ 



0.0 



/^'" = dimc-ff — dimc^ — dinicB = 0, done tous les coefficients des /i'"' dans les J2 



2 Z^peli.N] 



fP,0 



rO,0 _ rO.O _ rO.Q 

JH J A JB 

p,1 



etant positifs, d'apres le lemme precedent, pour tous (p, q) £ [0, N] x [0, N], ff^'^ — /^'^ — f^'"^ < 0. 



D'ou le resultat. 
□ 



Corollaire 3 Soit H une structure de Hodge mixte, alors : a{H) > 0. 



Demonstration : Toute structure de Hodge mixte pent etre decrite comme extension successive 
de structures de Hodge pures. En eflet, si H est une structure de Hodge dont les poids varient entre 
et 2n par exemple (on pent s'y ramener en tensorisant par une structure de Hodge de Tate, ce qui 
ne change pas la valeur de a d'apres la proposition [|) , on a i? G Ext{Gr^H, W2n-iH). Ainsi par la 
proposition precedente > aiW2n-iH) + aiGr^H) = a{W2n-iH) car a{Gr^„H) = 0, Gr^^H 

etant une structure de Hodge pure de poids 2n. De meme W2n-iH G Ext{Gr^_iH, W2n-2H) et 
done a{H) > a{W2n-iH) > a{W2n-2H). En poursuivant ainsi : 

aiH) = a{W2nH) > a{W2n-iH) > a{W2n-2H) > ... > a(Wo-ff) - 0, 

car WaH est une structure de Hoge pure. □ 

Remarques : • En appliquant le critere de Drezet et de Le Potier, on voit que les fibres vectoriels 
fp2 {H''{X, C), W',F',F ) sont semistables. En effet, on est dans le cas ou r > l,ci = et C2 < 0. 
• Soient A et B deux structures de Hodge mixtes, il existe m{A, B) € Z (m = m{h'J^,h'^,t'^,tg)) 
tel que pour tout H E Ext{B,A) : a{H) £ [a{A) + a{B),m{A, B)]. On a meme plus : pour tout 
p £ [a{A)+a{B), m{A, B)] il existe H S Ext(i3, A) tel que a{H) — p. On en deduit qu'etant donnes 
des nombres de Hodge /i^''^, il existe m{h'') tel que si H est une structure de Hodge mixte qui a ces 
nombres de Hodge alors a{H) e [0, m(/i ' )]. 



3.3 Exemples geometriques 



D'apres Deligne ||Del2 |, | Del3 |, les groupes de cohomologie des varietes algebriques (schemas separes 
de type fini sur C) sont munis d'une struture de Hodge mixte. Soit X une telle variete, on peut lui 
associer pour tout fc G Z des entiers : 

ak{X)^a{H^ = {H\X,C),W',F',f')) 

Le theoreme precedent permet de preciser le comportement de ces entiers vis-a-vis de certaines 
morphismes applications entre varietes algebriques : 

Corollaire 4 * (i) Soit X une variete algebrique, X' sa normalisee et X sa completee, alors 
pour tout fc G Z ; 

ak{X) > ak{X') et ak{X) > ak(X). 

• (ii) Plus generalement, si f : X —i- Y est une application qui induit un morphisme injectif 
(resp. surjectif) sur la cohomologie f* : H^{Y, C) H^{X, C) alors, pour tout k e'L : 

ak{X) > akiY) (resp. ak{Y) > ak{X)). 
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Demonstration : (i) se deduit de (ii) a I'aide de |Del3| prop (8.2.6) : I'application de la normalisee 
X' vers X induit un morphisme surjectif en cohomologie, I'application de X vers sa completee induit 
un morphisme injectif en cohomologie. La categorie des structures de Hodge mixtes etant abelienne, 
on peut ecrire des suites exactes a partir des injections et surjections de structures de Hodge mixtes 
et done pour prouver (ii), on ecrit des extensions et on utilise le theoreme ^ □ 



CoroUaire 5 Soient X et Y deux varietes algebriques, alors : 



ak{X X y) = Yj'~l Ain,c{H>'-'{Y))MX) + dimc(i/'(X)).afe„,(y) 



Demonstration : D'apres [DelS] proposition (8.2.10), les isomorphisme de Kiinneth i?- (Xxy, C) = 
i/ (X, C) (8) H'{Y,C) sont des isomorphismes de structures de Hodge. On applique le {Hi) du 
theoreme |] a la somme donnee par la formule de Kiinneth, puis le {iv) a chacun des facteurs. □ 



3.3.1 Calculs de a pour les courbes 

On cherche ici a calculer la matrice des periodes de courbes algebriques pour en deduire la valeur des 
entiers i^''' associes an premier groupe de cohomologie puis calculer la valeur de a de la structure 
de Hodge mixte associee. 

Soit X une courbe algebrique sur C, X' la normalisee de X et r : X' ^ X \e morphisme qui 
s'en deduit. Soit X la courbe projective non singuliere dont X' est un ouvert dense et X la courbe 
deduite de X en contractant chacun des r^^(s) pour s E X. Notons r le morphisme X X, et 
j,j' les inclusions respectives de X dans X et X' dans x' . Soit S I'ensemble fini X — X. D'oii le 
carre cartesien suivant : 



X 



X^ 



X 



X 



Proposition 5 [Del^J La cohomologie de X est donnee par: 



iJi (X, C) = Hi (X, [O^ 4 nl^, (log Sp 
De plus, la filtration par le poids est donnee par : 
W^{H^{X,C)) = Im{H\X,C) H^{X,C) 
W°(i?i(X,C)) = Ker{H^(X,C) H\x',C) 
La suite spectrale definie par la filtration bete de [O-j^ 
la filtration de Hodge F* de H*(X,C). 



^fl^,{logS)] degenere en E2 et aboutit a 



Calculous I'hypercohomologie du complexe [Oj^ r^fii^, (logS*)]. Pour un complexe de faisceaux 
(/C',d) sur une variete X muni d'un recouvrement U — {Ui)ii^i, I'hypercohomologie H*(X, /C*) du 
complexe est definie comme etant la cohomologie du complexe total C^^''^^ = CP{hl,S,d) 011 d est 
I'operateur du complexe et 6 celui de Cech associe an recouvrement. H'iXJC*) est I'aboutissement 
des suites spectrales definies par les filtrations evidentes de C^^'^-' (cf G-H |). Le complexe double 

associe a [O- 



X 



r*5li^, (log 5)] est done ici, relativement kU 



20 



d 



d 



CO(Ui Ui, r,nl^, (log S)) (Ui,,- Ui n Uj , r.fi^, (log S)) 

Pour voir dans H^{X, C) les differents sous-espaces associes a la filtration par le poids Wq, W^i, W2, 
on utilise la proposition precedente qui se traduit par : WiH^{X,C) = H^(X, [O^ -i r*f2^,]) et 

comme annonce : W2H''{X, C) = H^QC, [0^ ^ r*f2^,(log5)]). 
3.3.2 Exemple de avec quatres points mcirques 

Appliquons la decomposition precedente au calcul de la cohomologic H^{X,C) de la courbe X 
obtenue a partir de P-^ avec quatres points distincts distingues {pi,_P2, -Pi, Qi} (dans I'ordre) dont on 
a enleve les deux premiers pi et P2 et recoUe les deux autres Pi,et Qi. () justification du recollement. 
Pour eff'ectuer le calcul, utilisons le recouvrement standard de P^ par les cartes affines de coordonnees 
U ~ ~ {00} munie de la coordonnck; u ct V = P"^ — {0} munie de la coordonnee v. On notera 
UV I'ouvert intersection des deux cartes. Nous commencerons par calculer la cohomologie de courbe 
completee X. 

Soit / e C^{UV, O^-) (on choisira u = comme coordonnee d'ecriture sur UV). Alors / et df 
peuvent s'ecrirent : f{u) = J2°^oo ^nU^ et df{u) = Y^°^oo nanU'^~^ ■ 

Prenons pour g G C'^iU ]J V, r»ri^,), go{u) egal a la partie de dg{u) a exposants positifs en u et 
g\{v) la partie do dg{u) correspondant aux exposants ncgatifs en u. Alors, on a, pour tout u G UV : 
S{go,gi){u) = dg{u). Done tout element de C^{UV,0^) volt son image par d dans C^(WV, r^Ql,,) 

annulee par I'image par S d'un element dc C°(Zi ]J V, r*fl^,), done riiypercoliomologieH^(X, [Oj^ -i 
r*0^,]) c'est a dire la cohomologie du complcxe : 

(W LI V, O^) {UV, O^) (BC^iUUV, r,n^, ) Ci (UV, r^'-, ) 

est determine par I'image par 6 de C^{U]JV,0^) dans C^{}AV,0^). Cherchons done quelle sont 
les images des elements (/iq, h\) G C^{UY[V, O-j^). Comme X est donnee par P^ avec deux points 
Po ct Qo identifies, on doit done avoir f{Pa) = ,f{Qa) ct comme plus haut, on pcut montrcr qu'il 
existe un element {ho, hi) G C°{U JJ V, Opi) tel que 5{ho, hi) = f. Get element n'est cependant pas 
forcement dans C^{UY[V,Oj^) mais Ton a : 

f{Po) = ho{Po)-hi{Po) = ho{Qo)-hi{Qo) = f{Qo) done il existe A tel que ho{Qo) = ho{Po) + X 
et hi{Qo) = hi{Po) + X 

Posons/i^, = /io-A(^^^=^) et h[ = hi-X{^;^^). Alors /i^,(Qo) = h'o{Po) ct h[{Qo) - h[{Po) 
done ces elements sont bien dans C°{U]JV,0^) et ho{u) — hi{u) = f{u) — A( ^^ "^'^ — ^^"^ ) 
et done le coker de 6 est engendre par I'element ( " " ). 

Get element est I'image d'un generateur de H^{X,C), il provient de la bouclc dans X formee par 
I'identification de deux points dans P^ (de premier groupe de cohomologie trivial). 

Ainsi WoH^{X, C) est de rang 1. On en deduit que c) ~ dimension de H^{X, C) 

etant 2, que /i^i(x,c) = dime W2H^{X, C)/WiH'^{X, C) = dime W2H^{X, C)/WqH''{X, C) = 1. 

Afin de determiner ai{X) = a{H^{X, C)), explicitons F^U^{X, [O^ ^ r*f2^,(log5)]). C'est la 
partie de la cohomologie qui vicnt du noyau de la fieche : 

5 : C°{UUV,r,ill^,{logS))^C^{UnV,r,nl^,{\ogS)). 
II suflat done d'exhiber une forme qui n'est pas exacte co G C°(ZY fl V, r*f2L,(log/S')) et de pren- 
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dre {u,u) G C°(Z^U V,r*f^^,(log5)). La forme w = - :^)du genere done F^H\X,C). 

Determinons les positions relatives de la filtration de Hodge et sa &tration conjuguee. Comme elle 
est de niveau 1, il sufRt de trouver la dimension t^jp_(^x c) ~ dime F^H^{X, C)n F H^{X, C) (qui 
est ou 1). La filtration de Hodge induit une filtration sur le dual du premier groupe de cohomologie 
par : 

HhniX, C) - H},,,u^iX. C) - C))* = {H^{X, Z) ® R)* ®z C 

Choisissons ime base de Hi {X, Z) formee de 70 et 71 . Soit 70 le lacet qui serait homologue a dans 
X Upo ct 71 un lacet decrivant la boucle formee par I'identification des deux points. Le resultat ne 
depends pas du choix des generateurs d\i Hi puisqu'un choix different revient a multiplier la matrice 
des periodes par une matrice a coefficients rationnels et preserve la colinearite complexe. Integrons 
done u) sur les cycles : 

< w,7o >= / w ~ 27ri (e'est Ic residu dc lu on pi). 
< «;,7i >= 4 w = (/;^ - - ^)du = [\ogr^)]%l = log(g^) - log(^) 

(L'integrale entre les points Pi et Q\ sur la courbe X' desingularisee de X represente en cohomologie 
le cycle cree par I'identification de ces points dans X' , boucle non nul-homologue dans X). 

La quantitc [Qi, Pi,pi,p2) := ( g^-pa )/( pl-p2 ^ '^^^ appelee Ic birapport des quatrcs points 
Qi,Pi,Px,P2 ( lorsque au moins trois d'entre eux sont differents ). Si I'un d'eux est I'oo le birapport 
peut etre defini en passant a la limite par {co,P\,pi,p2) ~ ■ 

En utilisant la notation precedente on a < w,7i >= log((5i, Pi,pi,p2)- Supposons qu'il existe 
A e C tel que le vecteur de (< w,7o >,< w^,7i >) soit proportionnel (complexe) au vecteur 
obtenu par conjugaison : 



(27rz, log(§^) - log(^)) = A(27r., log(g^) - \og{^)) 

Le birapport est invariant par action dc PGL{1) i.c Vr e PGi(l), on a I'egalitc des birapports 
(Qi,Pi,pi,P2) = (r(Qi),T(Pi),r(pi),r(p2)), d'oulog(Qi,Pi,pi,p2) = log(T(Qi), t(Pi), t(pi), t(p2)). 
Comme Taction de PGL(l) sur est transitive sur trois points, on peut supposer sans changer 
la condition de colinearite que Ton a pi = 0,p2 = 1 et Pi = cxd (on garde la notation Qi pour son 
image par r), d'oii log(^^^^) — log(^^^) = \og{-^^). Or la colinearite impose que A = — 1 et 

done que log(^3j) soit un imaginaire pur c'est a dire que Q\ soit sur la droite K(u) = |. Done : 

/ t^m(x.c) =dimcP^i?^(X,C)nP^i?H^,C) = 1 si Qi e 3?(u) = \, 
\ c) ~ ^ autrement et alors t^fi^^ = 1 et t'^j^l^x c) ^ ^■ 

Notons A^o,4 I'espace des modules des courbcs stables de genre sur C avec quatres points 
marques. II est naturellement isomorphc a — {0, 1,(X>}. Designons par Xq^ une courbe dans la 
classe d'isomorphisme representee par Qi e A^o,4, alors, comme : 

"i(^Qi) = 2(!-^^^''^^^""'(^Qi^'^)) ^ ^m{XQ,,c))) + i'^ + ^f(f^m{XQ,,c)) " *hi(Xq,,c))) 

+ (0+ ^f{h%\(^XQ^,C)) ~ ^h\xq^,C))) + (1 + 1)^('*/}i(Xqi,C)) ~ *//1(Xqi,C)))) 

Ainsi, le niveau de R-scindement du premier groupe de cohomologie de Xq^ est donne par : 

r aiiXg,) = a{H\XQ,,C)) = O si Qi € Moa - {3? = |} 
\ ai(XQj = a{H\XQ„C)) = 1 si Qi e {K= i} 
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3.3.3 Generalisation sur 



Soit X = P^ avec m points enlevespi, ...,Pm "^n points identifies Pi,Qi, ...,Pn, Qndeux a deiix (on 
identifie Pk a Qk pour tout k € [1, n]). H^{S, C) est de rang m + n—1, il est engendre par m + n— 1 
elements dont n provienncnt dcs bouclos formccs par I'ldcntification dcs points et m — 1 rcprcscntcnt 
les lacets autour crees par la non-completude de X. Le calcul de rhypercohomologie est similaire 
au precedent, on recouvre X = par les deux ouverts standards U V munis des coordonnees u et 
V. Comme generateurs de F^H^{X, C) on pent prendre les elements = — „_p. ^ )du avec 

i G [1,TO — 1]. Filtrons I'liomologic par la filtration de Hodge : Designons par j € [1,to — 1] 
les generateurs de Hi{X, C) qui sont homologues a zero dans X U pj et par Pj, j e [1, n] les lacets 
elements du Hi {X, C) representants les boucles donnees par Pj = Qj respectivement et ne passant 
par aucim autre point Pk = Qk pour k € [1, n]. 

Les (3j ne sont pas definis canoniquement mais modulo les . Changer la base du premier groupe 
d'homologie ne modifie pas les conditions de colinearite dans la matrice des periodes car cela revient 
a la multiplier par une matrice a coefficients rationnels. 
Filtrons C™"*""^^ par F^, on obtient alors m — 1 vecteurs : 

(< ai,uji >, < am-i,uJi >, < /?!, >, < l3n,i^i >) pour i e [l,m - 1], 
et on regardc s'ils sont colineaircs complexes a Icurs conjugucs. On obtient une matrice A = {B, C) G 



Mat, 



(m— 1) X (m+n- 



.i)(C) telle que les coefficients dc B ^ (6^ „j_i] jgji „j_| ij sont donnes par : 



2tt^—1 si i = j, 
—I'K^^-i si i = j + 1, 
sinon. 



ou les coefficients sont donnes par les residus des formes qui uji. Les coefficients de la matrice 

C = {Cij)i^[i^rn-l],je[m,n+m-l] SOnt : Cjj = log{pi,Pi+i, Pj , Qj). 

La matrice des periodes est done : 



/ 2a 



-Itt 



V 








Cij = (log(ft 



Pi+i,Pj,Qj)) 



I 



t 



Les vecteurs lignes de la matrice A engendrent I'image de F^H^{X, C) sur H\{X, C) et done calculer 

—1 (A 
fji(xc) ~ dime F^ {X , C) H F H^{X,C) revient a calculer le rang de la matrice ( 

^«i(2rTi-2)x(m+n-i)(C). D'apres la forme de B ceci revient a voir si chaque vecteur colonne de A 
est oppose a son conjugue, or : 



Ci,j = -Cij <^ log(pi,pi+i,Pj,Qj) = -log{pi,pi+i,Pj,Qj) <^ \cij\ = 1. 

Finalcment notons A^o,m+2n I'cspace dcs modules dcs courbcs stables dc genre sur C avec 
m + 2n points marques {pi, ...,Pm, Pi,Qi, Pn,Qn)- H est naturellement isomorphe a (P^ — 
{0, 1, oo})'"+"~^ — A oil A est la grande diagonale definie par I'ensemble des n — 3-uplets dec 
points de (P^ — {0, 1, oo}) tels que deux au moins coincident. Ainsi : 

Proposition 6 Le niveau de Tl-scindement de X est donne par : 

ai{X) = (m - 1) - card{i G [l,m - 1] | Vj G [m, m + n - 1] , | \og(pi,pi+i,Pj,Qj)\ = 1} 

Remarques : • Pour tout i,j £ [l,m — 1] x [m,m + n — 1], il existe t G PGL{1) tel que 
T{pi,Pi+i,Pj,Qj) = (0, 1, 00, T{Qj)) et done le vecteur ligne i est colineaire a son conjugue ssi pour 
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tout j e [m,m + n — 1] il exite un element r G PGL{1) tel que T{Qj) appartienne a la droite de 
partie reelle i. 

• Sur les elements de H^(X, [O^ r*r2i^,(log5)]) qui nc sont pas dans le terme de la filtration 

de Hodge: FiHi(X, [O^ A r,f7i^,(logS')]). D' apres le travail fait sur avec deux points identifies, 
la partie du H^{X, C) ne provenant pas des formes logaritmiques est donnee par : 

/ U — Up^ ■, ; M — MP„ \ _ I V — VPi \ / V — VP„ \ / U~Up-^ % / U — Up^ \ _ / f — Up^ N / V-Vp„ \ y 

^UQj^—Up-^ '"'^UQ^-Up^ ' ^VQ^-Vp^ '"'^Vq-^-Vp^ '"^ ^UQ^-Upj^ '"'^UQ^~Up^ ' ^ "Qn " "Pi ' " ' ^ "Qn " f P„ 

Ce sont les elements de H^{X,C) qui proviennent de H^{X,C), crees par les boucles sur 
venant de I'identification des points Pi et Qi. Le reste de la cohomologie est donne par la non 
completude de X i.e par les elements de H^{X', C), exhibes plus haut. 



3.3.4 Les courbes de genre 1 



Soit X une courbe algebrique de type finie sur C et de genre arithmetique 1 avec m points enleves 
Pi, ...TPm et 2n points identifies Pi,Qi, PmQn- X est isomorphe au quotient de C muni de la 
coordonnee z par le reseau Az = Z + Zr oii r e C et Im{T) > 0. Cherchons les generateurs de 
F^H^{X, C). D'apres [Del3] ce sont les elements qui proviennent de H^{X' , C). 



Proposition 7 |MMwj /^(z) = X]j=i ^ Xt -^log{9{z-a,)) + cste O'Vec'^l^^ Xi — 1 est periodique 
pour Az avec des poles simples aux points a; + i(l + t) et residus Xi, oil 6 est la fonction theta sur 
la courbe elliptique donnee par Az, 0{z) — X^nez exp(7r\/— In^ + 2Tr\/—lnT). 

On pent done prendre comme formes generatrices de F^H^{S, C) : 

luq = dz , 

oji = d{log{e{z-pi - i(l + t))) - log(6'(z - p.+i - ^(1 + t)))) avec i e [1,to- 1]. 

Soient ao, ai, q;„i, /3i, /3„ des generateurs de Hi{X,C) tels que aj pour j G [l,m] soit homo- 
logue a zero dans X U pj et /3j est un element representant en homologie la boucle dans X' obtenue 
par le recollement Pj = Qj (les elements (3j sont definis modulo les aj). 
Fitrons c™+"+^ par F^, cela donne m vecteurs : 

(< Hi,ujt >) = (< ao,uji >, < ai^Ui >, < a™, w,; >, < f3i,uji >, .... < /3„,a;i >) pour i G [l,m]. 
Les < aj,u!i > sont donnes par les residus des generateurs de F^H^ et les < Pj,uJi > sont donnes 
par integration le long des boucles (3j i.e sur X' , par I'integration de la forme uji de Pj a Qj : 

<Pj,u;,>^ J^' LO, - /^^ d{\og{e{z-p, - 1(1 + r))) - log(0(z - 1(1 + r))), 



i.e < log( 



e(Qj-pi+l-i(l+r)) 



) - log(: 



^(Pj-p.-^(i+^)) 



D'ou la matrice A 
( 



1 

Ai 



{B, C) oil i? est une matrice de dimension my. m 




1 et C une matrice m x n. 



-1 
1 -1 



\ 



log( 



e(Q,-p.-|(i+r)) 

9(Q,-pi+i-i(l+r)) 



) - log(; 



'(P,-pi + l-i(l+T)) 



V A,„_i ... 1 -1 
oil i G [1, ni — 1] et j G [1, n] et les sont dans Z. 



Trouver la valeur de ai{X) revient done a trouver les quadruplets Pi,Pi+i, Qj., Qj+i tels que : 



9(Q,-p.-^(l+r)) ^ _ ] . e{P,-pi-l(l+r)) . _ , , e(Q,-p.^i(l+r)) . _ , / -p, - ^ (1+r)) s 

^*^e(Q,-p.+ i-i(l+r))'' i»Sle(P,-p.+i-i(l+r))'' '"^^e(Q,-p. + i-i(l+r))^ e(P, -p,+ i - i (1+r)) 

suivant la configuration des points Qj, Qj+i- D'oii : 
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Proposition 8 Le niveau de R-scindement de X est donne par : 

ai(X) = (m-l)-car4^e[l,m-l]|Vje[l,n] , | log( J^^L^^^y, ) - log( ^^^^^^y^ ) = 

e(Q,-p,-|(l+r)) X e(Pj-Pi-i(l+r)) ^1 

^°Sle(Q,-p,+i-l(l+.))) - iOgie(P,-p,+i-i(l+r))^i- 
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